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DEMONSTRAREA UNOR INEGALITATI DE TIP SIMETRIC
iN DOUA $I TREI VARIABILE

6.1. Demonstrarea unor inegalitati cu ajutorul polinoamelor
simetrice fundamentale in doua variabile

Consideratii preliminare
Definitie
Polinomul p € IR [x, y] este simetric daca p(x, y) = p(y, x), (V) x, y € R.
Foarte important de retinut: polinoamele 6, € R [x, y], 6, =x+ y §i 6; € R [x, y),
O, = xy se numesc polinoame simetrice fundamentale.
Polinoamele simetrice fundamentale se aplicd In demonstrarea unor tipuri de ine-
galitati. La baza rezolvarii acestor inegalitati sta Lema 1.
Lema 1
Fie relatiile: x + y = 6;; xy = 0,. Pentru ca ambele numere x, y sa fie reale si

pozitive este necesar si suficient sa existe conditiile: 012— 46, 20,06, 20,6, 20.

Demonstratie: x, y sunt radacinile ecuatiei Z-0 12 + 6, = 0. Cu radacinile:

01+1/012—402 (51—\/(512—4(52
X=————; y=———— sau
2 2
Gl—wlcslz—étcsz 61+\/012—402
== ym=
2 2

Pentru ca x, y sa fie reale este necesar ca 012 —46,20. Dacd 67 -40, =0, atunci

x = y. Deci existd un z > 0, astfel incat: 012 —40,=z. De unde vom avea
1 ST

(o2} =Z(612 - z) sau 612 =406, +2z, x>0,y >0, ceea ce implica: 67=0,0,=0.

Reciproca: daca (512 —40, 20, atunci x, y € IR si daca: 6,20 si 6,20, atunci

implica x > 0 si y > 0. Intr-adevir dacd x < 0, atunci: 22 — 6,z + 6, > 0 pentru

z = x si, de asemenea: Z-012+46,>0 pentru z = x. Deci rezultd, in mod necesar,

cax>0siy=>0 si astfel propozitia este demonstrata.
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Lema 2
Notam Sy = x* + yk, (V) k € IN. Sa se demonstreze urmatoarea relatie de recurenta:
Sk41 =015k =028k 1, (S0 =2,51=01), (V) k2 1. ()

Demonstratie: Inlocuind in (i) si efectudnd calculele necesare obtinem:

k+1
K gk (g y)(xk N yk)_ xy(xk—l N yk—l): 2 K ek
by gk = R R
Din (i) se deduce formula lui Waring:
1 " k=m=1) k2m m .
S, =—38;, = c -0n (i1).
Kk % mi(k—2m) ! 2 (W

Aplicand formula (ii) calculam Sy(k = 3, 4, 5, 6) si obtinem:

S3= Gf -3010,; S4 = Gf —401202 + 20%; S5 = Gf —50?02 +5010%;

S = 616 - 6(5?62 + 90120% - 2(5% .

Teorema

Orice polinom simetric p € IR [x, y] se poate exprima Tn mod unic cu ajutorul
polinoamelor simetrice fundamentale.

Demonstratie: Ne bazam pe formula (ii) din Lema 2 si prin faptul ca in polinomul

simetric apar expresii algebrice de tipul: ax* yk = aclj sau

b(xkye +x¢yk ): bk y (xe_k +yek ) e>ksi (iii)
blxk yé+ xeyk =bx®y° (xk_e + yk_e); k>e

De exemplu: p= xy(x3 + y3) + x2y2 + x3y3(x+ y)=0,83+ G% +G%Sl =

= 62(613 —3010,)+ (5% + G%Gl = chsz - 3(51(5% + (5% + (51(5% =

= 6%62 - 2616% + (5% = Gz(csf —2010, +03).

In cele ce urmeaza ne vom folosi de rezultatele de mai sus pentru a demonstra un
numdr de inegalitati Tn doua variabile punind in evidenta, pentru fiecare caz in
parte, esenta metodei de rezolvare.

Observatie: Teorema se poate extinde si pentru toate expresiile algebrice de tip
rational, asa cum se va constata In exemplele urmatoare.

Aplicatii
1) Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive care satisfac

.. . . el c c
conditia @ + b > ¢, atunci au loc inegalitatile a® +b> 27, at+p* 27,

ag+b8 ZC—.
128
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2)‘[

Generalizare: azn +b2n >
2}1—1
Solutie. Consideram a + b = 6, ab =0,
2 2
Sz=a2+b2=(512—2(52=(512—2M=M21612<:>02+b220—
4 2 2 2
2
2 4 4
11
Analog (a2)2+(b2)22— ~c?| =% ; ag+198:(a4)2+(l)4)22l < =Lc8.
2\2 8 2| 8 128
Prin inductie rezulta a? +p? > — 2
-

2) Sa se demonstreze ca daca a, b sunt numere reale, atunci: at+b*>a’brab’ .
Solutie. Avem: at+b* —a’b—ab®=a* +b* —ab(a2 + b2)=S4 -G8, =

3
:Gf - 4(512 +2G% -0y (012 -20, )=Gf —5(512(52 +4G% =Zc512z =
sat bt —abla? +52)20. z=0? 40, 0.

3) Sé se deomnstreze ca daca a, b sunt numere reale pozitive avem inegalitatea:

a3+b3 2(a+bj3‘

2 2

Solutie. inlocuind a + b = 6y; ab = G,, obtinem:

3,43 3 3 3,13 2
2 2 2 8 2 8 8 2 2

4) Sa se demonstreze cd daca a, b sunt numere reale strict pozitive avem inegali-
tatea:

a’ b>
\/;+\/;2\/Z+\/Z.

Solutie. Notam Ja=ulb=v. Inegalitatea de demonstrat devine:

2 2

u” v

Ll sutverd 2uv(u+v).
vV oou

3 3,.3

Dar u® +v° —uv(u+v)=S3 —0,0] =01(012 —402)20(:)u +v7 2uv(u+v).
5) Sa se demonstreze cid daca a, b sunt numere reale strict pozitive avand suma 1,

atunci are loc inegalitatea:
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2
(a+lJ (b+ j >2—5 . (V. Maftei, G.M.)
a b 2

Solutie. inlocuind a + b = 6,; ab = 65, obtinem:
2 2 2 2
a+lj + b+l —§=02+b2+ﬂ—1—7=52 i_ll
a b 2 a’b? 2 (5% 2

1 3 2
ZF(— 402 —1502 —402 +2)
G2

Réaméne de demonstrat ca 4(5% +15(5% +40,<2.

1
Deoarece: 6,20 si z= 01 —-40, rezulta 0<0o, <Z

Deci: 40% +150% +40, S%+%+1=2. Cu egalitate pentrua = b = 2.

6) Dacd a, b € (0, «<) si a* + b* = 1, atunci avem:

L+Lb>4+2\/_ (L.V. Maftei)

l-a 1-

. N . 1
Solutie. Notand a + b = 6, §i ab = 6, avem: + =

l-a 1-b 621

: . .
Din (512—2(52=1 s (51224(523(52S5 si Glsﬁ.

Atunci2 - 6,22 - 2 si (0,12 <2 -1f.

2(2- 01) 2l2-+2) 7.
TV S

7) Daca a, b sunt numere pozitive, atunci are loc inegalitatea:

a*+2a°b+2ab> +b* >64%b>.

Inlocuind direct obtinem:

Solutie. inlocuind a + b = 6,; ab = G, 5i z:(512 —40, 20 obtinem:
a*+2a°b+2ab> +b* -54%b* =8, +26,5, —6063 =6} — 2576, —803 =

:(z+4(5%)2—2(z+4(52)62—8G%=Z2+6(52Z20.

Deoarece G, > 0; z > 0, rezultd: a* + 2a°b + 2ab’ + b* > 64°b™.

8) Sa se demonstreze cd daca a, b sunt numere strict pozitive avand suma 1, atunci

are loc inegalitatea:
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1Y ' 5"
a+—| +|b+—| =2——, pentru orice n € N.
a b 2}1—1

Solutie. Consideram functia f:[0, +o0) — R f{x) = x", n € IN" care este convexa pe

[0, +o0). Aplicand Jensen rezulta: f{x) + f(y) > Zf(x-; yJ '

Punand x=a+l Y :b+% obtinem:
a

n n n n
PN R AU 0 B (Pt | S U
a b 2 oy -1 o,

1 1 1 ' 5"
Dar: 6122402<:>—z4<:>—+125.Ob;inem: [a+—J +[b+ZJ 2——-
(o)) (o) a 20

9) Sa se demonstreze ca pentru orice numere strict pozitive x, y are loc sirul de ine-

galitati:

3.3 2 .2 2,..2 2
ES N Ei s (Hyjz x|y Z(LXJ (Hy)z
22 e 2 ) ) v 4

2 2 2
SEFSAELANNNNEY 0 21C 500N | .S ) FETNRN
y X 2 2y x) x+y 4l y x| 4
2 2
> Z(X T )2x+ y. (Marius Dragan)

Solutie. Se aplica rationamentul expus la punctul anterior.

O altd metoda, folosind aceeasi transformare, x + y = G;; xy = G, consta in studiul
semnului functiilor de gradul I si II.

Exemple

1) Fie x, y, z numere reale pozitive pentru care: x + y + z = 1. Sa se demonstreze ca:

0£xy+yz+zx—2xyz£%. (0.1ILM., 1984)
Solutie. Deoarece: x + y + z = 1, rezultd z = 1 — 6, unde z € [0, 1]; Tnlocuind
ingalitatea din enunt devine: 0<6, +6,(1-6;)- 202(1—01)3%.

2
Consideram functia de grad I f: [0, %]—) R, f (62):25(261—1)62 +0 —(512 ,

o, fixat £(0)=0;(1-6,)>0
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2 2 2 2
f G_l =G—l'(2(51 —1)+(51(l—(51)= 01(201 -0 +4—401): 01(201 —501 +4)>0 .
4| 4 4 4
Egalitatea are loc pentru ¢, = 0 sau 6, = 1 adica (1, 0, 0).

2
. e - . o
Pentru partea a doua a inegalitatii consideram functia g :{O’Tl} -,

g(0,)=27(26, -1)0, —2764(0, -1)-7, g(0)=270} +2706, - 7<0, deoarece:

2 2
A=-27<0, g[%}waml(cﬁ_1)_7%(301—2)2(601—7)30.

2
Rezulta: g(Gz)ZO, (V)Gze {0,%] .

. 2
Egalitatea are loc pentru: 6;=—. x+y=§;z=1—x— y.

3
5 1 1 1 .

Rezulta: x=§; y=§; z=§ pentru cazul de egalitate.

2) Fie x, y, z trei numere pozitive ce satisfac conditia: x° + y* + z* + 2xyz = 1. Si se

demonstreze ca: 2(xy + yz + zx) <x + y + z. (I.V. Maftei)

Solutie. Fie x + y = max{x + y, y + z, z + x}. (Marius Dragan)
Notam x + y = 6}, xy = 6, conditia din enunt este echivalenta cu:

612—202+Z2+202Z=1<:>\/G%+202 +1—c512 —05.

Inlocuind inegalitatea de demonstrat devine:

20, +2(51(\/(S%+262 +1—c512 —62j361+\/(5%+262 +1—c512 -0 &

@\/G% +20, +1-67 (26, -1)<26,6, 30, +0.
Se aratd ca ambii membri sunt pozitivi.
Ridicand la pétrat si efectuand calculele vom obtine:
(80, -8)o3 +(4c512 ~20, +2)c52 — 46} +40} +2067 —406,+1<0 .
Consideram functia
2

f: {O,%} - f(02)=(861 —8)6% +(4612 -204 +2)02 —4Uil +4Gf +2c512 —40,+1.
Avem: 1 = x> +y* + 22 + 2xyz < (x + y)* + z°. Deoarece x + y > y + z > z, rezulta:

2(xy)22(x+y)2+z221<:>x+y2L. Darx<1,y<1. Deci LS(51S2.

V2 V2
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2
Vom demonstra ca: f(c52 )<0, (V)Gze [0,%].

Cazul 1: 6, € (1, 2]

2
In acest caz este suficient si demonstram ca: f (O)SO sif [%JSO

f(0) = — 46} +46} +207 40, +1.

Consideram functia: F(0) = - 4Gf +40f’ + 2612 —40;1+1.

Calculdm: F'(6,) =4(-40} +306% +6; -1).

3+4/21
12

Deci F' este descrescitoare pe (1, 2]. Rezulta F '(6)) £ F'(1) < 0 de unde rezulta F
este descrescatoare pe (1, 2]. Deci F(c,) < F(1) <O0. In concluzie f0)<0.

2 2
Calculam: f[%}=(01+1)(01_1g(01 _601+2)<0 deoarece (512—661+2<—3<0.

Fl(o)) = 4(—12(512 +60, +1) < 0 deoarece 0, >1>

Cazul 2: ©y€ [L,l}

V2
2 2 L2
Aratam: 2 <o,y @G—1<M@2012(1—01)<20f —oj+1>0
4 4 16(l-cy)

s (2012 - 1)61 +1>0 inegalitate adevdaratd deoarece: 2012 -1>0.

G_%Jz(oﬁl)(cl—l)z(clz—6(51+2) .

<0 deoarece: c512—6c51+2<5_2\/E

Dar: f[ 2 5

2
Rezulta, pentru ¢ € [0,%}, f ((52)<0 .

: A 1
Deci f(Gz)SO,(V)GZE|:O,%:| si Gle[ﬁj}

3) Sa se demonstreze ca pentru orice numere pozitive x, y, z are loc inegalitatea:

x(y+z —2)()2

(x+ y+ z)3 =27 xyz+ . (Marius Dragan)

. 4 Z
Solutie. l+—=01. YIo
X x X x

G).
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2
. . < o) —2
Inegalitatea de demonstrat este echivalenta cu: (1+01 )3 <270, +u.

2
(¢ . . < o =
Deoarece: 71202 este suficient si demonstram ci: (1+0;

2 2
P 270§ (0-2)
4 4
inegalitate echivalentd cu 46,(c; — 2)2 > 0.
Inegalitatea din enunt poate fi intarita astfel:

(X+Y+Z)3—27xyz2max{x(y+z_2x) y(r+z=2y)" zlx+y-2) }

’ b}

4 4 4
4) Sa se demonstreze ca pentru orice numere pozitive X, y, z are loc inegalitatea:
(x+ y— 2z)2 (4x+4y+ z)
4

Solutie. Notam l+£:(51. Xi:cz.

X X X X

(x+y+z) —27xyz> . (Marius Dragan)

(01-2)* (40, +1)‘
4

Inegalitatea din enunt se scrie sub forma: (1+01 )3 -276,2

of

Deoarece: >0, este suficient sa demonstram ca:

(0, -2)* (4o, +1)
4
De asemenea, avem inegalitatea:

2
(1 +0] )3 =27 % 2 egalitate adevarata.

(x+y+z)2(4x+4y+4z) (y+z—2x)2(4y+4z+x)

4 4

(x+y+ 2)3 - 27xyz2max{

(z+x—2y)2(4z+4x+ y)}
4

5) Sa se demonstreze ca pentru orice x, y, z > 0, avem inegalitatea:

2
1 1 1 + . .

(x+ y+ z)(—+—+—J2 RAESTN I (Marius Dragan — Concursul Arhimede, 2007)
Xy z Az

Solutie. Notdm: y + z=0y; y2=0;,.

Inegalitatea din enunt devine:

(o] o1x O 012>012 20

2
1 x
(x+0 —t—— 2 ——=+1| l+—t—+—2>—+——+1
l)[x GzJ [1/(52 \J (0] X 6, Oj 1[(52
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x 1) 20 . <
S0 —+— |2 L echivalenti cu:

2
X

()20 e 1 2 ) [ 1,
) X 11(52 G, X 1/(52 (9 \/;

6) Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢ sunt numere reale cu suma pozitiva, atunci are

lor inegalitatea: @’ + b> + ¢’ > 3abc.
Solutie. Notam: b + ¢ = G; bc = 0,.
Inegalitatea din enunt se va scrie:

@’ + 67 —36,(0) +a) 20 & (6, + a)(67 — acy + a* — 36,) > 0.

Deoarece 0 + a = 0, raimane sd demonstram ca: 012— ao; + a*— 36,=>0.

2 2
o . < S 30
Dar, deoarece 71202, este suficient sa demonstram ca: 012 —ao) +a?-2Ll=
2
_lo=2aF
4

Comentariu. Inegalitatea este foarte cunoscuta si foarte des utilizatd. Se poate da
si o demonstratie directa.

7) Sa se arate ca pentru oricare numere pozitive a, b, ¢ are loc inegalitatea:
a4+b4+c42abc(a+b+c).

b c
O =—+—
Solutie. Notam: ‘]’) ca a # 0 (Cazul a = 0 este evident.).
Oy =——
aa

Inegalitatea din enunt devine:
1+(c512 - 262)2 ~2632>0,(1+0; )< 205 - (4(512 +6, +1)+1+c5it >0.
o2
Considerdm functia f: O,Tl > R, f(0,)=203- (4(512 +0, +1)<;2 +1+07

(01—2)2(252+25+2)>
. >

0.

4 of
f(0)=1+6y>0, f Tl =

(512 24012+c51+1

2
De asemenea: T<02v . Rezulta: f(Gz)ZO, (V) o€ 0,% .

Comentariu. Inegalitatea este des utilizata si se poate da o solutie directa.

74



8) Sa se demonstreze ca pentru orice numere pozitive a, b, ¢ este adevarata inegali-
tatea:
8(a’ + b’ + )’ 2 9(a’ + be)(b” + ac)(c’ + ab).
(V. Maftei, L. Toderiuc, LM.A.C., 2007).
LN
Solutie. Notam: Ccl {x *y :Gl, a #0 (Cazul a = 0 este evident.).

=y X y=0y
a

Inegalitatea din enunt devine:

8 +y + 12907 + (P +x)(1 +x-y) & 8(6, + 1) 29(0, + 6,° + 6,) (0, + 1) &
& 96,° + 180,° + 029 + 90,) — 86,> — 70, — 8 < 0.

Dar: x° +y322 x> -y3 (:)(5122403 .

Notim: u> :%. Rezulta: ¢, < u’. Deci:

963 +1863 +(9+90, )o, — 867 — 76, —8<9u’ +18u* +(9—18u3)42 ~320% ~14u° -8.
Ramane sa demonstram ca:

23u° — 18u° — 18u* + 141’ = 9* + 820 = (u— 1)* - (23u’ + 28u + 15u° + 16u + 8 2 0.
Cu egalitate pentru u = 1 six =y, adicix=y=1,de unde rezultaa = b = c.

9) Sa se demonstreze cd dacd x, y, z = 0, atunci are loc inegalitatea:

x(x =2 +y(y -2 2 (x—2)(y - 2)(x +y —2).

(Olimpiada de matematicd din Republica Moldova — faza finald, 1993)
LI

Solutie. Notam: )Zc yz , z# 0 (Cazul z = 0 este evident.).

_._:02
Z Z

Inegalitatea din enunt devine: G, ((512 -30, )+ 5- 2((512 - 202) = ((52 +1-0 )((51 -1)
sau (5-406, )0, +(0; +1)80-1)* >1.

2
Definim functia: f :{o,cﬂ - R, f(0,)=(5-40;)o, +(c;+1)o; -1),
£(0)=(o; +1)o; -1)>0.

2 2 2
Calculam: f[%]:@zo. Rezultd: f(6,)20, (V) 6, {0, %1}

Egalitatea are loc pentru 6, =2, adicd x =y =z si pentru: x =2,y =0.
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Comentariu. Tehnica utilizata se dovedeste a fi de mare eficienta, ceea ce Intdreste
importanta metodei.

6.2. Demonstrarea unor inegalitati cu ajutorul polinoamelor
simetrice fundamentale in trei variabile

Definitie

Polinomul p € IR [x, y, z] este simetric in variabilele x, y, z, daca oricare ar fi permu-
tarea ¢ a variabilelor x, y, z avem: 6(p) = p, mai precis oricare ar fi x, y, z, polinomul p
satisface: p(x, y, z) = p(x, z, y) = p(, X, 2) = p(z, X, ¥) = p(2, ¥, x) = p(y, Z, X).

De retinut: Polinoamele:

cieR[x,y,z],00=x+y+z,6,€ R[x,y,z], 0o =xy + yz + zx;

0; € R [x, y, z], 63 = xyz se numesc polinoame simetrice fundamentale.

Mai intai ne vom folosi de urmatoarea Lema.

Lema

Vom arita ci polinoamele S; = x* + y* + z* se pot exprima cu ajutorul polinoamelor
G1, G2, O3.

Demonstratie: Pentru aceasta vom stabili urmatoarea formula de recurenta:

Sk =018k-1—028k-2+ 03853, (V) k23, (S0 =3, 51 =01, 5, =0y) (1)

Inlocuim S;_3, Sk_2, Sk~ 1, O1, G2, G3 prin expresiile lor:

2

G+y+ )T Y T AT — Gy vz )T Y TP Y+

+xyz(xk"3 +yk'3+zk_3) :xk+yk+zk+xyk'l+xzk_l +yxk"1 +zyk_1 +

""1y+xyk'1 + x4 x ! +yk_1z+yzk_l+

k-2

k—1 k—1
+yz7 T+ —(x
+xy? Py T+ ) X e 0t et T = ey e
Teorema 1

Orice polinom simetric 1n trei variabile x, y, z se poate exprima in mod unic cu aju-
torul polinoamelor simetrice fundamentale.
Din formula (1) se deduce formula lui Waring:

kA=A A 1) a1 a2 93
Sl (iAo Hha=D! gl g2 e

1
~S, =
PR A1y 5!

7\,1 + 27\,2 + 37\,3 =k. (2)
Aplicand (2), calculdm S, (k = 3, 4, 5, 6) si obtinem:

1) S3 =(513 —3(51(52 +3(53 .

2) Sy = Gf —4(512(52 + 2@% +406,03.
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